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32 導関数，接線 

276 
 点 P は ( )xfy = 上の点だから， ( ) cbaf +-+-=-= 112  3=+-\ cba  ・・・① 

 点 P における接線の方程式は 3+= xy だから， ( ) 11 =-¢f  

これと ( ) baxxxf ++=¢ 23 2 より， 123 =+- ba  22 =-\ ba  ・・・② 
点 Q における接線の方程式は ( )( ) ( )222 fxfy +-¢=  

これが点 P を通るから， ( ) ( )2232 ff +¢-=  

よって， ( ) cbaba ++++++-= 24841232  308 -=-+\ cba  ・・・③ 

①～③の連立方程式を解くことにより， 2,8,3 -=-=-= cba  

277 
 点 P における接線の方程式は ( )( ) ( )aaa fxfy +-¢=  

 すなわち ( )( ) 3423 264 aaaaa -+--= xy より， ( ) 3423 4364 aaaa +--= xy  

 よって， ( ) 34 2xxxfy -== と ( ) 3423 4364 aaaa +--= xy の共有点の x座標は 

 ( ) 342334 43642 aaaa +--=- xxx すなわち ( ) 043642 342334 =-+--- aaaa xxx  

の解である。 

また，a は接点の x座標だから，a はこの方程式の重解である。 

よって，左辺を ( )2a-x を割ることにより， ( ) ( ){ } 04312 222 =-+-+- aaaa xxx となる。 

したがって， ( ) 04312 22 =-+-+ aaa xx がa でない異なる 2 実数解をもてば題意が満た

される。 

( ) 04312 22 =-+-+ aaa xx の解がa でないことから， 

( ) 04312 22 ¹-+-+ aaaaa すなわち ( ) 016 ¹-aa  1,0¹\a  ・・・④ 

( ) 04312 22 =-+-+ aaa xx が異なる 2 実数解をもつことから， 

判別式をDとすると， ( ) 0122431
4

222 >++-=+--= aaaaaD  

よって， 0122 2 <-- aa  を解くことにより，
2

31
2

31 +
<<

- a  ・・・⑤ 

ゆえに，求めるa の値の範囲は，④かつ⑤より， 

0
2

31
<<

- a ， 10 <<a ，
2

311 +
<<a  
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 ( ) 432 223 --+== xaaxxxfy ， ( ) axaaxxgy 32 22 --== とおき， 

 共有点の x座標を tとすると，共有点で共通接線をもつための必要十分条件は 
( ) ( )tgtf = かつ ( ) ( )tgtf ¢=¢  

( ) ( )tgtf = より， ataattaatt 32432 22223 --=--+  

すなわち 043223 =-+-+ ataatt  ・・・① 
( ) ( )tgtf ¢=¢ より， 222 22343 aataatt -=-+  

すなわち 023 22 =-+ aatt  ( )( ) 03 =-+\ atat  
3

, aat -=\  

at -= を①に代入し整理すると， 0433 =-+ aa より， ( )( ) 041 2 =++- aaa  1=\a  

3
at = を①に代入し整理すると， 0

27
108815 3

=
+-

-
aa  

よって， 0108815 3 =+- aa より， ( )( ) 0361553 2 =-+- aaa  
10

105315,3 ±-
=\a  

以上より，
10

105315,3,1 ±-
=a  

279 

(1) 

 ( ) ( )tfsf ¢=¢ より， battbass ++=++ 2323 22  ( )( ) 0233 =++-\ atsts  

 これと ts ¹ より， 0233 =++ ats  

(2) 

 線分 PQ の中点の座標は
( ) ( )

÷
ø
ö

ç
è
æ ++

2
,

2
tfsfts

である。 

 したがって，線分 PQ の中点がC上にあることを示すには， 

( ) ( )
÷
ø
ö

ç
è
æ +

=
+

22
tsftfsf

が成り立つことを示せばよい。 

0233 =++ ats より， ats
3
2

-=+  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ }

( )( ) ( ){ } ( )[ ]
( ) ( ){ } ( ){ } ( )[ ]ctsbsttsasttsts

ctsbsttsatststs

ctsbtsats

cbtattcbsasstfsf

223
2
1

22
2
1

2
2
1
2
1

2

22

222

2233

2323

+++-++-++=

+++-+++-+=

++++++=

+++++++=
+
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 ここで， 0233 =++ ats より， ats
3
2

-=+  

 よって， 
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ } ( )[ ]

caba

cabstaastaa

ctsbsttsasttststfsf

+-=

þ
ý
ü

î
í
ì

+-÷
ø
ö

ç
è
æ -+÷

ø
ö

ç
è
æ --=

+++-++-++=
+

3
1

27
2

2
3
22

9
43

9
4

3
2

2
1

223
2
1

2

3

22

22

　　　　　

　　　　　  

 一方， 

 

caba

cabaa

aftsf

+-=

+-+-=

÷
ø
ö

ç
è
æ-=÷

ø
ö

ç
è
æ +

3
1

27
2

3927

32

3

33

　　　　

　　　　  

 よって，
( ) ( )

÷
ø
ö

ç
è
æ +

=
+

22
tsftfsf

が成り立つ。 

 ゆえに，線分 PQ の中点はC上にある。 

280 

(1) 

 ( ) kxxxfy -== 3 とおくと， ( ) kxxf -=¢ 23 より， 
点 P における接線の方程式は， ( )( ) ( )afaxafy +-¢=  

 すなわち ( )( ) kaaaxkay -+--= 323 より， ( ) 32 23 axkay --=  

 よって，点 Q の x座標は ( ) 323 23 axkakxx --=- すなわち 023 323 =+- axax の解のうち

aでない方である。 

 023 323 =+- axax は， aを重解にもつことから， ( ) ( ) 022 =+- axax と表せる。 

 よって，点 Q の x座標は a2-  

 これより，点 Q の y座標は ( ) kaaaf 282 3 +-=-  

 ゆえに，点 Q の座標は ( )kaaa 28,2 3 +--  

ただし，P と Q は異なる点より， 0¹a  

(2) 

 点 Q における接線の傾きは ( ) kaaf -=-¢ 2122  

 よって，満たすべき条件は ( ) ( ) 12 -=-¢¢ afaf すなわち ( )( ) 1123 22 -=-- kaka  

 これを展開し， aについて整理すると， 011536 224 =++- kkaa  

 ここで， ta =2 とおくと， 011536 22 =++- kktt  

 これと 02 >a より， 011536 22 =++- kktt が少なくとも 1 つの正の実数解をもてばよく， 
 これは放物線 11536 22 ++-= kktty が t軸の正の部分と少なくとも 1つの共有点をもつこ
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とと同値である。 

 ( )tgy = とおくと， ( )
16

169
24
53611536

22
22 +-

+÷
ø
ö

ç
è
æ -=++-==

kktkktttgy より， 

 t軸と共有点をもつための条件は 0169
24
5 2 £+-=÷

ø
ö

ç
è
æ kkg すなわち

3
4

-£k または k£
3
4  

 
3
4

-£k のとき 

  軸 0
24
5

<= kt だから， ( ) 00 <g を満たせばよい。 

  ところが， ( ) 010 2 >+= kg  

  よって，不適 

 
3
4

³k のとき 

  軸 0
24
5

>= kt だから， ( )tgy = は t軸の正の部分と少なくとも 1 つの共有点をもつ 

 よって，
3
4

³k  

 

t

y

O

5
24k 

- 9k2 + 16
16  

k ≤ - 4
3 
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281 

 ( )xf を ( )2ax - で割ったときの商と余りをそれぞれ ( )xQ ， nmx + とおくと， 

( ) ( ) ( ) nmxxQaxxf ++-= 2  

 また，これより， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) mxQaxxQaxxf +¢-+-=¢ 22  

 よって，
( )
( )î

í
ì

=¢
+=

maf
nmaaf

 

 これを解くことにより， ( )afm ¢= ， ( ) ( )afaafn ¢-=  

 ゆえに，余りは ( ) ( ) ( )afaafxaf ¢-+¢  

 

 

 

t

y

O

5
24k 

- 9k2 + 16
16  

k ≥ 4
3  
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(1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }22 xfxfxxf ¢-¢+=  において， ( )xf を n次式とすると， ( ) ( )xfx ¢+ 2 は n次式，

( ){ }2xf ¢ は ( )12 -n 次式である。したがって，左辺と右辺の式の次数が一致するためには，

すなわち右辺の式の次数が nであるためには， ( ){ }2xf ¢ の次数が nを超えてはならない。 
 よって， ( ) nn £-12 より， 2£n  

 ゆえに， ( )xf は 3 次以上にはならない。 

(2) 

 ( ) cbxaxxf ++= 2 とおくと， ( ) baxxf +=¢ 2 および ( )
2
31 =¢f より，

2
32 =+ ba  ・・・① 

また， ( ) ( ) ( ) ( ){ }22 xfxfxxf ¢-¢+=  において， 

( ) ( ) ( ){ } ( )( ) ( )
( ) ( ) 222

22

24442

2222

bbxabbaxaa

baxbaxxxfxfx

-+-++-=

+-++=¢-¢+

　　　　　　　　　　
 

より， 

( ) ( ) 2222 24442 bbxabbaxaacbxax -+-++-=++  

よって， 
242 aaa -=  すなわち ( ) 014 =-aa  ・・・② 
abbab 44 -+=  すなわち ( ) 014 =-ba  ・・・③ 

22 bbc -=  ・・・④ 

 ②より， ( ) 014 =-aa  
4
1,0=\a  

 (i) 0=a のとき 

  ①より，
2
3

=b  

これを③に代入することにより，
4
3

=c  

  これと③は任意のbで成り立つことから， ( )
4
3

2
3

+= xxf  

 (ii) 
4
1

=a のとき 

  ①より， 1=b  これは③を満たす。 

  また， 1=b を④に代入することにより， 1=c  

  よって， ( ) 1
4
1 2 ++= xxxf  

 (i)，(ii)より， ( )
4
3

2
3

+= xxf ， ( ) 1
4
1 2 ++= xxxf  
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(1) 
 ( ) baxxf +=¢ 2 より， ( ) bf =¢ 0  ・・・① 

( ) cf =0  ・・・② 

( )cbaf 42
4
1

2
1

++=÷
ø
ö

ç
è
æ

より， ÷
ø
ö

ç
è
æ=++

2
1442 fcba  ・・・③ 

( ) cbaf ++=1 より， ( )1fcba =++  ・・・④ 

③－④より， ( )1
2
143 ffcb -÷
ø
ö

ç
è
æ=+  ( )1

2
143 ffcb -÷
ø
ö

ç
è
æ+-=\  

これと①，②より， ( ) ( ) ( )1
2
14030 ffff -÷
ø
ö

ç
è
æ+-=¢  

(2) 

 10 ££ x において ( ) 11 ££- xf より， ( ) 3033 £-£- f ， 4
2
144 £÷
ø
ö

ç
è
æ£- f ， ( ) 111 £-£- f  

 よって， ( ) ( ) ( ) ( ){ } 1431
2
1403143 ++£-+÷
ø
ö

ç
è
æ+-£-+-+- fff  

 すなわち， ( ) ( ) 81
2
14038 £-÷
ø
ö

ç
è
æ+-£- fff  

 ゆえに， ( ) 80 £¢f  

(3) 
(i) ( ) 80 =¢f のとき 

( ) ( ) ( )1
2
14030 ffff -÷
ø
ö

ç
è
æ+-=¢ と条件より， ( ) 10 -=f ， 1

2
1

=÷
ø
ö

ç
è
æf ， ( ) 11 -=f  

  よって，①～④より， 8=b ， 1-=c ， 442 =++ cba ， 1-=++ cba  

  これを解くことにより， ( ) ( )1,8,8,, --=cba  ( ) 188 2 -+-=\ xxxf  
(ii) ( ) 80 -=¢f のとき 

同様にして， ( ) 10 =f ， 1
2
1

-=÷
ø
ö

ç
è
æf ， ( ) 11 =f より， 

8-=b ， 1=c ， 442 -=++ cba ， 1=++ cba  

  これを解くことにより， ( ) ( )1,8,8,, -=cba  ( ) 188 2 +-=\ xxxf  

 (i)，(ii)より， ( ) 188 2 -+-= xxxf ， ( ) 188 2 +-= xxxf  


